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Resumen

Hacer operaciones de forma general, sin conocer los niimeros con los cuales se hacen cdlculos o estimaciones,
requiere de un buen sentido numérico. En este informe se proporciona una caracterizacion del sentido numérico
acerca de los niimeros reales, misma que fue utilizada como herramienta para identificar conocimientos y habili-
dades que estudiantes recién ingresados al bachillerato —jévenes de 15 y 16 afios de edad- usaron para resolver ope-
raciones de forma general. Los resultados obtenidos muestran que los alumnos recurren a la estrategia de asignar
valores numéricos a los puntos representados con literales; a través de este acercamiento se observaron habilidades
aplicadas y dificultades enfrentadas. Por lo cual es relevante continuar con el desarrollo y fortalecimiento del sen-
tido numérico para mejorar el desemperio en matemdticas de estos estudiantes.
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Abstract

Performing operations in a general way, without knowing the numbers with which calculations or estimates are
made, requires good numerical sense. This paper provides a characterization of number sense about real numbers,
which was used as a tool to identify knowledge and skills that newly enrolled high school students - 15 and 16-year-
olds - used to solve in a general way. The results obtained show that the students resort to the strategy of assigning
numerical values to the points represented with literals, through this approach applied skills and difficulties faced
were observed. Therefore, it is important to continue developing and strengthening number sense to improve the
performance of these students in mathematics.

Keywords: number sense, real numbers, estimation, operations in a general way, high school.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Si alos estudiantes de educacion media superior —jovenes de 15 a 18 afios de edad-se les planteara: a)
dado un nimero positivo y otro negativo, ;el producto de estos es mayor o menor que cero?, o bien, b)
al dividir un nimero cualquiera entre 3/5 ;el resultado es menor o mayor que el nimero que dividiste?
se esperaria, en el primer caso, que se percataran de que el resultado debe ser un nimero negativo,
por lo tanto, menor que cero; en el segundo caso, deberian notar que la divisién no siempre implica
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hacer mas pequeno al dividendo. Sin embargo, ;la mayoria de los alumnos reconocera el efecto de las
operaciones en estos casos?

El desarrollo del sentido numérico ha sido estudiado por investigadores de diferentes paises. La mayo-
ria de las indagaciones se han hecho con alumnos de educacién basica —nifios de 5 a 14 afios de edad-
(ver, por ejemplo, Reys y Yang, 1998; Lowenhielm et al., 2017; Almeida y Bruno, 2014). Los sistemas
numeéricos estudiados en este nivel educativo son los nimeros naturales, enteros y racionales. Sin
embargo, en el nivel medio superior es necesario que los estudiantes conozcan los nimeros reales y
sus propiedades, que sepan usarlos para hacer operaciones, que los representen de diferentes maneras
y los utilicen para resolver problemas.

De acuerdo con los documentos oficiales, a saber, NCTM (2000), SEP (2020), MEFP (2022), por men-
cionar algunos, se espera que los estudiantes al concluir la educacién primaria y secundaria hayan
reflexionado sobre los numeros que usan, asi como hecho actividades y resuelto problemas con la
intencion de desarrollar su habilidad para hacer operaciones con niimeros concretos. En el caso de
los jovenes que estudian el nivel medio superior se espera que hagan operaciones de forma general, es
decir, operaciones sin conocer los numeros con los cuales se hacen calculos o estimaciones, como ab
0 a/b donde a y b son niimeros reales.

Por lo que surge una pregunta de investigacion: ;qué conocimientos y habilidades acerca de los nu-
meros reales usan los alumnos al resolver operaciones de forma general? Estos conocimientos y habi-
lidades pueden ayudar a notar la presencia del sentido numérico que han desarrollado los estudiantes
hasta antes de iniciar su educaciéon media superior. Como objetivo se establece identificar el uso de los
nameros reales que hacen los alumnos cuando efectiian operaciones de forma general. Es necesario
aclarar que esta investigacion es parte de un estudio mas amplio, y que lo descrito en el documento
esta centrado solo en una parte del proyecto.

MARCO DE REFERENCIA

La importancia del sentido numérico en el aprendizaje de las matematicas ha sido clara en todo mo-
mento; sin embargo, a qué se refiere la expresion sentido numérico ha dado lugar a que varios inves-
tigadores hayan propuesto una definicion.

Greeno (1991) lo definié como una ‘expertez’ cognitiva, es decir, como el conocimiento que resulta de
una actividad extensa a través de la cual las personas aprenden a interactuar exitosamente en diversos
dominios conceptuales. El describe al sentido numérico como un conocimiento situado dentro de un
dominio conceptual y plantea metaforas con las cudles es posible entender que el sentido numérico es
diferente a los temas que regularmente se enseflan; pertenece a otra dimension, si se imagina que las
operaciones bdsicas estan en un plano, el sentido numérico deberia estar en una tercera dimension;
como un dron desde el cual se pueden ver y seleccionar las operaciones mas convenientes para lograr
un proposito.

A su vez Sowder (1992a) define el sentido numérico como una red conceptual bien organizada que le
permite a uno relacionar las propiedades de los nimeros y las operaciones, asi como resolver proble-
mas numeéricos de formas flexibles y creativas. Para Marshall (1989), el sentido numérico es la riqueza
de conexiones del conocimiento matematico.

Estas definiciones versan sobre los nimeros naturales, enteros y racionales principalmente y han sido
referenciadas en investigaciones como Alajmi (2009), Bracho-Lépez et al. (2014), Farifia y Bruno
(2021) porque son trabajos fundamentales sobre sentido numérico.

Las definiciones propuestas por Greeno, Sowder y Marshall han tenido gran aceptacion por parte de la
comunidad cientifica, empero son muy generales. Un investigador puede imaginar la ‘expertez; la red
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conceptual o la riqueza de conexiones; pero observar ese tipo de cosas en el aula no es tarea facil por
lo que las autoras de este documento decidieron formular una caracterizacion que fuese operativa. La
propuesta es: El sentido numérico es el conjunto de conocimientos y habilidades acerca de los niimeros
reales que usa una persona para hacer juicios matemadticos y desarrollar estrategias numéricas al resolver
problemas. Los conocimientos son las propiedades de dicho sistema numérico y las habilidades son
sobre su uso y las diferentes formas de representarlos. En la tabla 1 se muestran las habilidades que se
han propuesto para la investigacion que se lleva a cabo.

Las primeras diez habilidades tienen como base los comportamientos que demuestran la presencia del
sentido numeérico sugeridos por Sowder (1992b). Las siguientes cuatro habilidades estan relacionadas
con conocimientos especificos de los numeros reales, tales como la densidad, la operacion racionali-
zacion y la potenciacién que tienen caracteristicas distintas a las de los otros sistemas numéricos. La
ultima habilidad fue propuesta por Resnick (1989), se refiere a que una persona debe reconocer cuan-
do en un procedimiento es mejor detenerse e iniciar otro camino para encontrar la solucién de algo.

Tabla 1. Habilidades asociadas al sentido numeérico acerca de los ntimeros reales.

L. Habilidad para componer, descomponer y recomponer nimeros

2. Habilidad para identificar cual representacion de un numero es mas conveniente que otra
3. Habilidad para comparar nimeros

4. Habilidad para ordenar numeros

5. Habilidad para lidiar con el orden de magnitud de un ndmero en situaciones concretas
6. Habilidad para usar puntos de referencia

7. Habilidad para vincular simbolos de operacion y relacién de manera significativa

8. Habilidad para reconocer los efectos de las operaciones en los nimeros

9. Habilidad para hacer calculos mentales mediante estrategias propias

10.  Habilidad para hacer estimaciones

11.  Habilidad para asociar los numeros con el contexto en el que aparecen

12.  Habilidad para ubicar nimeros en la recta numérica

13.  Habilidad para reconocer hechos dados

14.  Habilidad para distinguir diferencias y semejanzas entre los sistemas numeéricos

15.  Habilidad para autorregularse

Estas habilidades podrian ser las que usen los estudiantes al resolver operaciones de forma general con
los nimeros reales, para observarlas se sigui6 la metodologia descrita en la siguiente seccion.

METODOLOGIA

En la figura 1, se muestra un item en el que se requiere hacer operaciones de forma general, en lugar
de hacer calculos particulares; este también permite a los estudiantes reflexionar sobre las propiedades
de los nimeros involucrados, asi como juzgar la razonabilidad de sus respuestas.
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Dados los puntos como se muestran en la imagen:

a b c de f g h
B E— e e e e e
-1 0 1 2

Y

1. ;Qué punto esta mas cerca del producto ab? Justifica tu respuesta.
2. (Cual punto corresponderia al |c|? ;Por qué?

3. (Qué punto de la recta representaria %‘? Argumenta tu respuesta.
4. ;Qué punto estd mas cerca de Ve? ;Por qué?

5. ¢Cual de los puntos esta més cerca de VA? Justifica tu respuesta.

Figura 1. Adaptacion del item propuesto por NCTM (2000).

El item anterior fue incluido en un examen inicial sobre sentido numérico que contestaron 56 estu-
diantes, cuya edad oscila entre los 15 y 16 afios de edad y que en agosto del 2021 iniciaron su educa-
cién media superior.

En el marco de referencia se propusieron 15 habilidades que permiten identificar el uso del sentido
numérico por parte de los estudiantes (ver tabla 1). La relacion entre cada pregunta del item y las ha-
bilidades se puede observar en la tabla 2, esta es una guia para analizar los datos.

Tabla 2. Habilidades relacionadas con cada pregunta del item.

Pregunta Habilidades Explicacion
relacionadas
1. ;Qué punto 8,10, 12 Notar que el producto de dos niimeros negativos es un nimero positivo
estd mas cerca del forma parte de reconocer el efecto de las operaciones, decidir qué punto a
producto ab? la derecha del cero estd mas cerca de ab esta relacionado con la habilidad de
ubicar ese producto en la recta. Hacer estimaciones también es necesario.
2. ;Cudl punto 6,7,12 El numero cero es un punto de referencia para ubicar en la recta el valor
corresponderia absoluto de un nimero, vincular este simbolo con su significado ayuda a
al [c]? determinar el punto correspondiente.
3. ;Qué punto de la 3,6,8,10 Es importante comparar el punto f con el numero 1, porque este tltimo
recta representaria es un punto de referencia. Dado que festa entre 0y lel efecto de las
1/f2 operaciones es importante para hacer una estimacion.
4. ;Qué punto esta 6,8, 10 En las preguntas 4 y 5, el nimero 1 es un punto de referencia que permite
més cerca de Ve? reconocer el efecto de las operaciones y con esta informacion hacer
estimaciones.
5. ;Cuédl de los 6, 8,10

puntos esta mas
cerca de Vh?

Recoleccion de datos

La aplicacion del examen inicial se llevé a cabo de forma presencial en octubre de 2021 en dos sesio-
nes. Por cuestiones de espacio no es posible comentar las otras preguntas del examen, pero esta en
especifico se planted en la segunda sesion y el tiempo disponible para contestarla era de 30 minutos.
De acuerdo con la organizacion de la escuela, los estudiantes estaban separados en dos grupos de 28
alumnos; a un grupo se le permitié el uso de calculadora y al otro no. Esta variante se propuso porque
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en investigaciones como la de Bobis (1991), Alajmi (2009) y Lyublinskay (2009) se plantea la posibili-
dad de usar recursos tecnolégicos para desarrollar el sentido numérico; se decidié iniciar la explora-
cién con la calculadora por ser un recurso de facil acceso.

Se tomaron fotografias de ambos grupos y se grabd, un video de la sesion del grupo que usé calcu-
ladora con previa autorizacion de los alumnos. Como no fue posible enfocar la camara y grabar qué
tecleaban o qué calculos hacian los estudiantes con ella, al final se les pidié que en una hoja blanca
escribieran como usaron la calculadora y qué tipo de operaciones habian hecho con ella.

Analisis de los datos

El analisis de los datos se llevé a cabo bajo dos perspectivas. Una fue para determinar en cudles pregun-
tas se tuvo mayor o menor éxito, concentrando en tablas el conteo de respuestas correctas e incorrec-
tas. En todo momento se tuvo cuidado de separar las respuestas que fueron dadas usando calculadora
y aquellas en las que no; con la intencién de obtener conclusiones sobre el uso de esta herramienta.

La otra mirada fue con el proposito de analizar los conocimientos y habilidades acerca de los numeros
reales que los estudiantes evidenciaron al resolver las operaciones de forma general. En este analisis se
uso la caracterizacion propuesta en el marco de referencia.

RESULTADOS

La tabla 3 es un ejemplo del registro que se hizo de las respuestas de los estudiantes, por cuestiones de
espacio solo se presenta esta.

Tabla 3. Analisis de la pregunta ;jqué punto estd mas cerca del producto ab?

Numero de Con 27 Contestaron 26 Correctamente 3
estudiantes calculadora
Incorrectamente 23
No contestaron 1
Sin 29 Contestaron 29 Correctamente 0
calculadora
Incorrectamente 29
No contestaron 0

En las cinco preguntas se obtuvieron porcentajes de éxito menor al 10%. Por otro lado, se puede notar
que no hay una diferencia significativa entre el nimero de respuestas correctas con uso de calculadora
y sin ella.

Respecto a los conocimientos y habilidades que los estudiantes manifestaron para resolver operacio-
nes de forma general, se tienen las siguientes observaciones.

La pregunta 2 fue contestada correctamente por 6 estudiantes, en sus respuestas se puede ver que usan
como punto de referencia el nimero cero, vinculan el simbolo de valor absoluto adecuadamente y que
interpretan este signo como una distancia (ver figura 2).

. Cual punto corresponderia al |c|? ;Por qué?  ;Cual punto corresponderia al |c|? ;Por qué?
(/l/ P()(q('\)e, QS\OX\ ‘tQ‘(\ cevQ c,\Q\ 0 E] D ya qUe es )o mismo 60\0 QL'JQ

con  Signo nego Wo, pUeS estan
o la msma distencia del cero

Figura 2. Respuestas a la pregunta 2, con uso de calculadora (izquierda) y sin uso de ella (derecha).
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Solo un estudiante respondié acertadamente la pregunta 3, el conocimiento sobre el inverso multipli-
cativo de un numero real parece ser tomado en cuenta al asegurar que 1/f, o sea 1 entre 8/10 era igual a
5/4 (ver figura 3). La habilidad de comparar niimeros es usada porque para proponer un posible valor
de f es necesario determinar si el numero elegido es mayor a cero y menor a 1. Sin embargo, no hay
evidencia de que el estudiante haya reconocido el efecto de las operaciones y tampoco de haber hecho
una estimacion.

2 T
. Qué punto de la recta representaria =? Argumenta tu respuesta.

s/ tomames que Fa% entonces 5

95 128, enbonces ~ 7
el punto que lo reareicntario ef e| g
moYyor @ N0 + Y Meer ¢ daf

Figura 3. Respuesta a la pregunta 3 con uso de calculadora.

Ademas de los conocimientos y habilidades usados por los estudiantes para resolver operaciones de
forma general, fue posible notar las dificultades que los alumnos enfrentaron al hacer estas opera-
ciones. En la figura 4, se puede ver como un estudiante que podia usar su calculadora y recurre a la
estrategia de asignar numeros decimales a los puntos no la utiliza para responder la pregunta 1 y tam-
poco logra reconocer el efecto de las operaciones porque da como resultado un nimero negativo. De
hecho, tampoco ubica adecuadamente los niimeros en la recta, enseguida del nimero 0.6 aparece el 1,
situacion que se repite en la parte de la recta que corresponde a los nimeros negativos.

Otro ejemplo de que la habilidad de ubicar nimeros en la recta numérica no se ha desarrollado con
numeros concretos, ni de forma general, se muestra en la figura 5; en esa respuesta se puede ver como
el nimero -1/4 esta mas cerca de -1 que de 0; incluso del lado de los niimeros positivos el 1/5 esta mas
cercano a 1 que el 1/2.
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{Qué punto estd mas cerca del producto ab? Justifica tu respuesta.

—0.4 por que esVaenmedo de \o> des

Figura 4. Respuesta de un estudiante que podia usar calculadora.

S »ho 0 WP P
‘a b c de f g h
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;Qué punto esta mas cerca del producto ab? Justifica tu respuesta.

% por que ts\O\"/“\ \{"/ q\?\ (»vcéuc\‘o moes
o)

Cescono ye Ombos  e3

Figura 5. Respuesta de un estudiante que no podia usar calculadora.

En la pregunta 1, la mayoria de los estudiantes no reconocié que la expresion ab representaba el pro-
ducto de dos nimeros (ver figura 6) eso quiere decir que los alumnos al ingresar al nivel medio supe-
rior tienen dificultades para reconocer la operaciones de forma general.
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. Qué punto esta mas cerca del producto ab? Justifica tu respuesta. 4 Qué punto esta mas cerca del producto ab? Justifica tu respuesta.

. Yo Creco oo e\l poriae aoue
La \etta ¢ Cor Qoe esta C“CC?U‘C)O es yWhaD cCevcano o R
Ac \a \ctva avw o lambicn oA o es Y’ poraoe € =\a Jovo
DOecr N noracxo =) (:L < \aido Ae es\cos Ao
le-tras © \Hervales

Figura 6. Respuesta de dos estudiantes que podian usar calculadora.

Al analizar los datos, se tomo en cuenta si las respuestas eran de un estudiante que uso6 o no la calcu-
ladora para ver si el uso de este recurso tecnolégico implicaba un cambio significativo. En la figura 7
se muestran los comentarios de algunos estudiantes.

Noe \a e forqor ™ Yrala remees \a recto

201U
\elvas N Boes Yo \quse,
No Ose 1o calcoladora, porgue considere N0 oae la  <eoladovq  gor Qe no adgiq
QU NOo E€ro necesario,\Jo 9V eran Qe SPerQcIone S Yo cer o wo lewg
fecka y Como Yol o yoovia operaciones C,\Q,Q N N PN W
A -

Figura 7. Manuscritos de tres estudiantes sobre el uso de la calculadora.

Responder a la pregunta qué conocimientos y habilidades usan los estudiantes que ingresan al nivel
medio superior al resolver operaciones de forma general es dificil, porque la mayoria de ellos asignan
valores concretos a los puntos de la recta que aparece como parte del item. Entonces en lugar de resol-
ver operaciones de forma general, intentan aproximar los resultados con numeros concretos. Al pare-
cer los estudiantes todavia no tienen las herramientas necesarias para hacer este tipo de operaciones,
por lo que es necesario llevar al aula de clases tareas como la mostrada en la figura 1 para motivar la
reflexion sobre el efecto de las operaciones con numeros reales.

Algunos estudiantes al resolver operaciones con valores concretos retomaron conocimientos como la
existencia de inversos multiplicativos, leyes de los signos, el nimero cero es neutro, el valor absoluto
de un niimero se refiere a una distancia. Las habilidades que usaron para dar sus respuestas fueron:
comparar nimeros; usar los nimeros -1, 0 y 1 como puntos de referencia; vincular simbolos de ope-
racion y relacion; y hacer estimaciones de la raiz cuadrada de un nimero.

Sin embargo, los alumnos tuvieron dificultades para leer e interpretar la raiz cuadrada de una frac-
cidn, al parecer identifican qué significa el radical de un nimero natural pero no de una fraccién o un
nimero decimal. También tuvieron complicaciones para ubicar en la recta los nimeros mayores a -1
y menores a 1, asi como para compararlos y ordenarlos. Ademas, tuvieron conflictos para hacer ope-
raciones con numeros negativos y fracciones, lo que dificulté reconocer el efecto de las operaciones.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Para que los estudiantes de nivel medio superior hagan operaciones de forma general, es necesario que
tengan un buen sentido numérico, lo que cual significa que los alumnos desarrollen habilidades para
usar los nimeros reales (ver tabla 1). Razén por la cual, en la investigacion global, de la cual forma
parte este informe, se aborda como desarrollar el sentido numérico acerca de los nimeros reales.

Existen investigaciones en las que se enfatiza el desarrollo del sentido numérico de estudiantes de ni-
vel basico (ver Lyublinskay, 2009; Bracho et al., 2014; Sanfiel, Perdomo y Bruno, 2021); sin embargo,
ese énfasis versa sobre actividades donde se usan los nimeros naturales, enteros y racionales y los
alumnos de bachillerato requieren desarrollar el sentido numérico acerca de los nimeros reales para
mejorar su desempefo en matemdticas, tal como lo describe Nguyen (2016).
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En los calculos escritos de los estudiantes se pueden ver errores, sin embargo, parece que los alumnos
no son conscientes de ellos. La tarea propuesta, era un enunciado en el que la razonabilidad de las
respuestas dadas jugaba con papel importante de acuerdo con NCTM (2000). Empero, hubo escasas
alusiones en esa direccion, lo que podria estar relacionado con una falta de comprension conceptual
de los nimeros segun Farifia y Bruno (2021).

Con respecto al uso de la calculadora, una posible explicacién de que no haya sido una herramienta
que les ayudara a resolver operaciones de forma general es porque la reflexion sobre las propiedades de
los nimeros que se estan usando debe ser hecha por los estudiantes previamente. Es probable que con
los valores concretos tampoco usaron la calculadora porque como mencionan Figueras, Valenzuela y
Martinez (2021) los profesores en México han recomendado timidamente el uso de esta herramienta.

Bobis (1991) propuso que el uso de la calculadora podia contribuir al desarrollo del sentido numérico
si se ensefiaba a los estudiantes a hacer estimaciones antes de ver el resultado de una operacion en la
calculadora; ademas, en caso de ser necesario, que se cuestionara sobre la diferencia entre su estima-
cion y el resultado obtenido con este artefacto. Como antes de proponer la tarea analizada no se dio
ningun tipo de instruccion a los estudiantes sobre el funcionamiento o ventajas que ofrecia la calcula-
dora, esta no fue una herramienta significativa.

Por otro lado, las habilidades propuestas en el marco de referencia permitieron identificar el desarrollo
del sentido numérico que hasta el momento tienen los estudiantes; asi que su uso como indicadores
parece plausible. Es pertinente continuar investigando acerca del desarrollo y fortalecimiento del sen-
tido numérico de alumnos de nivel medio superior.
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